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18821 Begrenztes Wachstum — Aufgaben 1 2
Aufgaben zum begrenzten Wachstum
Aufgabe 511 Erwarmung einer gekiihlten VanillesoRe

a)

b)

Eine VanillesolRe wird dem Kuhlschrank entnommen. lhre Temperatur betragt zu dieoarn
Zeitpunkt 0 genau 10° C. Sie erwarmt sich dann auf Grund der sie umgebendan
Zimmertemperatur, die 22°C betragt. Sofie misst alle paar Minuten die Temgerawur an
derselben Stelle und erstellt die Temperaturfunktion zum Abkuhlungsproze!'s (Und zwar
eine Regressionsfunktion mit einem CAS-Rechner), welche die Temperatiér als Funktion der
Zeit modellhaft beschreibt. Ihr Ergebnis ist T(t) = 22 -12.0,9895"

Skizziere das Schaubild der Funktion T.

Berechne die Temperaturen fir t = 40 min und t = 120 min

Wann sind genau 16° C erreicht?

Zeige, dass die Differenzen zur Zimmertemperatur in gleichen Zeitabschnitten um

immer um den gleichen Prozentsatz abnehmen. Wia.tinch ist dieser?

Aufgabe 512 Erwarmung eines gehiiiiten Schokopuddings

a)

b)

c)

Ein Schokopudding wird einem Kuhlschraaw,entnommen. Seine Temperatur betragt in diesem
Moment 10 °C. Im Zimmer hat es 22.°C. Die Erwarmung verlaufe so, dass sich die Temperatur

in jeweils 10 Minuten um 10%(dewTeliperaturdifferenz zur Umgebung erhéht.

Stelle die Gleichung der Teirneraturfunktion f(t) auf.
Zeichne ihr Schaubild mit=¢ =%t < 500 min .

Wann hat sich der'Mitiw’2rt zwischen Anfangs- und Endtemperatur eingestellt?

Wann ist die Tempeatur nur noch 1 Promille vom Grenzwert entfernt?
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Aufgabe 521 Abkiihlung eines Schokopuddings auf Zimmertemperatur

Eine 80°C heile VanillesoRe kiihlt auf Zimmertemperatur (22°C) ab.

Dabei nimmt die Temperatur pro 10 Minuten um 20 % der Temperaturdifferenz ab.

a) Berechne rekursiv drei die Temperatur nach 10, 20 und 30 Minuten.
b) Stelle die Funktionsgleichung fur die Abkihlungsfunktion auf.

c) Wie grol} wird die Temperatur nach 1 h sein wird?

d)  Wann sind 40°C erreicht?

e) In welcher Zeitspanne nimmt die Temperaturdifferenz zur Zimmertemperatur um e/ Drittel ab?

Aufgabe 522 Abkiihlung einer Suppe auf Zimmeitomperatur

Eine heille Suppe hat zur Zeit t = 0 die Temperatur 70° C. Sie kikitdurch die umgebende 18 °c
warme Zimmerluft ab. Dabei nimmt die Temperaturdifferenz prz<20 Sekunden um 10 % ab.
a) Berechne rekursiv die Temperatur nach 30, 60 und 90 Seiunden.
b) Stelle die Temperaturgleichung auf. Sie hat diese Tarm: T(t)=c+a- q.
(Ergebnis: T(t) =18+52-0,9965', tist die Z&i irr3ekunden)
Wie hoch ist die Temperatur 10 Minuten na¢h*2:ginn der Abklhlungsphase?
c) Wann ist die Suppe auf 30 °C abgekiih!t?
d) Berechne die Zeitspanne, in der die Jemperaturdifferenz zur Umgebung um die Halfte

abgenommen hat (Halbwertszeit funa(7) ).

Vergleiche dies mit der Zeit, in‘awr die Suppe nur noch die Halfte ihrer Anfangstemperatur hatte.

Aufgabe 523 M&useexperiment

In einem Versuchslabor'werden Mause mit einer Krankheit infiziert. Ein Medikament soll eingesetzt
werden, und man viill d e Wirksamkeit testen. In der Versuchsreihe stehen 100 Tiere zur Verfligung.
Nach 1 Tag leSca noch 84 Tiere, nach dem 2. Tag noch 74.

Wie viele Tiere (Menge L) werden langfristig nicht Gberleben, wenn man beschrankte Abnahme
voraisse'zi*wann werden drei Viertel dieser zu erwartenden Menge gestorben sein? Wann etwa

kann ihar‘davon ausgehen, dass vermutlich kein Tier mehr an dieser Ursache sterben wird.

(Hilfe: Die Funktion, welche die Anzahl der lebenden Tiere wiedergibt ist n(t) = 43-0,625' +57 .

Die Koeffizienten wurden sinnvoll gerundet)
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Aufgabe 530 Aufladen eines Kondensators

GRUNDLAGEN: Ein Kondensator nimmt bei der Aufladung an einer Stromquelle Ladung auf.

d)

Die auf dem Kondensator gespeicherte Ladungsmenge ist eine Funktion der Zeit.

Anfanglich sei er nicht aufgeladen, d.h. die Ladungsmenge sei Q(0) = 0. Dann strdmen
Elektronen auf die eine Platte und werden von der anderen abgesaugt. Dies geht nicht beliebig
lange. Die sich auf der Minus-Platte ansammelnden Elektronen Gben namlich auf
nachrickende Elektronen eine abstoflende Kraft aus, so dass der Zufluss gebrems: wirirund
schlief3lich gegen 0 geht. Man sagt dann, der Kondensator sei aufgeladen. Er.:»dgtdann die
maximal mégliche Ladungsmenge Q. . Diese ist abhdngig von der angelzgten-Gpannung!
Eine Erhéhung der Spannung bedeutet Energiezufuhr fir die Elektronen. Somit kdnnten eine

Zeit lang weitere Elektronen nachflieen, bis sich ein neues Gleichge\vicnt eingestellt hat.

Fir die Aufladefunktion gelte hier diese Gleichung: Q(t)=2-2:0,:35'

t sei die Zeit in Sekunden.

Bestimme die maximale Ladung des Kondensators, dietzu aieser Funktion gehort.
Die Ladungszunahme des Kondensators beschreibt raan«durch die Abnahme der
Differenz zwischen vorhandener Ladung und Makimalladung.

Um wie viel Prozent nimmt diese Differenz pro Setiunde ab?.

Wann ist der Kondensator halb aufgeladen?

Wann fehlt nur noch 1 Promille zur der Max:malladung?
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LOosung Nr. 511

Erwarmung einer gekiihlten VanillesoRRe

Eine VanillesoRRe wird dem Kihlschrank entnommen. lhre Temperatur betragt zu diesem

Zeitpunkt 0 genau 10° C. Sie erwarmt sich dann auf Grund der sie umgebenden

Zimmertemperatur, die 22°C betragt. Sofie misst alle paar Minuten die Temperatuiiar,

derselben Stelle und erstellt die Temperaturfunktion zum AbkUhlungsprozess (und zwar

eine Regressionsfunktion mit einem CAS-Rechner), welche die Temperatur alg"Faakiion der
Zeit modellhaft beschreibt. Ihr Ergebnisist T(t)=22-12. 0,9895'

a)

b)

c)

Loésung:

Skizziere das Schaubild der Funktion T.

Berechne die Temperaturen fir t = 40 min und t = 120 min

Wann sind genau 16° C erreicht?

Zeige, dass die Differenzen zur Zimmertemperatur in ¢ieiciyan Zeitabschnitten um

immer um den gleichen Prozentsatz abnehmen. Wiz hech ist dieser?

a)  Schaubild der Temperaturfunktion T(t) =22 -12..0,956.5'

[
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Untersuclivig dieses Schaubilds bzw. der Temperaturfunktion T.

Die \Tunktion beginnt bei T(0) = 10° C. Die Zahl 22 entspricht der Zimmertemperatur. Sie ist offenbar

eine obere Grenze, die nie erreicht wird, denn von 22 wird stets etwas subtrahiert, das man durch
den Restterm d(t)=12- 0,9895' berechnen kann.

d(t) gibt die Temperaturdifferenz zur Zimmertemperatur 22°C an.

Gesuchte Temperaturen: T(40)=22-12-0,9895" ~ 14,2

T(120)= 22-12-0,9895'° ~18.6

Friedrich Buckel
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b) Wann betragt die Temperatur 16°C?

16 =22-12.0,9895'
12-0,9895' =22-16 | 12
0,9895' = 5 _ 0,5

12

Logarithmieren: log 0,9895"' =log 0,5
Logarithmenregel: t-log 0,9895 =1log 0,5 | : log 0,9895
_ log05
log 0,9895

Diese Situation ist als Punkt P im Schaubild auf der Seite zuvor eingetragen

Hinweis: Viele Schiiler durfen im Unterricht zum Lésen solcher Gleichungen geeignete
Rechner verwenden (Grafikrechner oder CAS-Rechner), dann exitfz.lt diese
logarithmische Berechnung. Mit TI Nspire CAS sieht das,z, ., so'aus:

e A
solve| 16=22-12-(0.9895)% x) 7ol
c) Berechnung der Temperaturdifferenzen:
Fiir die Temperaturdifferenz gilt diese Berechnngsformel:
d(t)=S-T(t)=22-[22-12.5,0525' | =12.0,9895'
Berechnung einiger Zahlenwerte:
Zur Zeitt=0: d(0)=12
Zur Zeit t = 1: d(1)=12-0,9895
Zur Zeitt = 2; d(2)= 12-0,9895°
2
Quotienten aufeininduw fa.gender Differenzen: d) = 12-0,9895 =0,9895
d1) 12.0,9895
d(1) 12-0,9895 0.9895
d(0) 12 '
Wie man gichi=gind diese Quotienten konstant.
Beispie e ganugen jedoch nicht, man muss dies allgemein beweisen:
£dlgdmein zur Zeit t: d(t)=12.0,9895'
1 M aute spater (d. h. zur Zeit t+1) d(t+1)= 12.0,9895""

_d(t+1) 12.0,9895"' 12.6,985' 09895 _ ..

Quotient: q= = T =
d(t) 12.0,9895 12.0.,9895'

Es giltalso d(t+1)=q-d(t) mit q=0,9895 . Der Prozentsatz der Abnahme der Temperatur-

Differenzen isralso p=1-q=0,0105=1,05%
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Damit ist die Aufgabe geldst. Ich schlieBe ein paar Uberlegungen an, die klar werden sollten:

Diese begrenzte Zunahme der Temperatur geschieht und er Modellannahme,
dass die Temperaturdifferenz in gleichen Zeitspannen um den gleichen Prozentsatz

abnimmt. Hier hat sich die Abnahme pro Minute um 1,05% ergeben.

MERKE: Die Temperatur nimmt also nicht exponentiell zu,

sondern die Temperaturdifferenz zur Grenztemperatur nimmt exponentiell 0.

Damit geht die SoRentemperatur asymptotisch gegen die Zimmertemperatur. Dieszwwiss“/damit
theoretisch nie erreicht, aber irgendwann ist sie ihr so nahe, dass man den Unterscivi&d nicht mehr
messen kann. Dies zeigt vor allem das nachste Schaubild mit anderem Maf¥stz.cy

1T
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>
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Jetzt wird klar, warum man hier von begren'stem Wachstum spricht. Das Wachstum wird durch die
erwarmende Zimmertemperatur klar bearerizt, denn héher kann sie nicht steigen.

Je nach Genauigkeitsanspruch kann maa eine Aussage dariber machen, wann die Zimmertemperatur
erreicht sein wird. Mathematischiuind modellmaRig gesehen nie, man kann aber einen Naherungwert

von etwa 500 Minuten ablesen,_ O er man fragt: Wann ist die Temperaturdifferenz weniger als 0,1°C?
d(t)=12-0,98954< 0, Die L6ésung ist laut TI Nspire:

x>453 554

s «e(12- (0.9895)%<0. 1;)

Jetzt wissen wirgmeairs Nach 454 Minuten fehlen bis zur Zimmertemperatur laut mathematischem

Erwarmungsnroadll noch 0,1°C.

Merkmal fiir solche Aufgaben:

Beim beschrankten Wachstum nimmt die Differenz zum Grenzwert exponentiell ab,

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Erwarmung eines gekihlten Schokopuddings

LOsung Nr. 512

Ein Schokopudding wird einem Kuhlschrank entnommen. Seine Temperatur betragt in diesem

Moment 10 °C. Im Zimmer hat es 22 °C. Die Erwarmung verlaufe so, dass sich die Terperatur

in jeweils 10 Minuten um 10% der Temperaturdifferenz zur Umgebung erhoht.

a) Stelle die Gleichung der Temperaturfunktion f(t) auf.
Zeichne ihr Schaubild mit 0 <t <500 min .
b) Wann hat sich der Mittelwert zwischen Anfangs- und Endtemperatur einges:«lIt’
C) Wann ist die Temperatur nur noch 1 Promille vom Grenzwert entfernt?
Losung
a) WISSEN: Wenn die Temperaturdifferenz prozentual (d.h. ¢x:c ventiell) abnimmt, dann liegt
beschranktes Wachstums vor. Fur die Temps ratusfunktion gilt dann:
N
T(t)=c+a-q|
Dabei ist ¢ die Grenztemperatur, aléo"hir die Zimmertemperatur 22°C.
Ansatz: Temperaturfunktion: T(t)=a-q' +22 (1)

Bestimmung von a und q durch Einsetzen zweier Wertepaare.

Zur Zeit t = 0 betragt die Temgeratur

10°C:

T(0)=10

Nach 10 Minuten hat die Dy..arenz zur Zimmertemperatur 22°C um 10% abgenommen.
Zur Zeitt = 10 ist diese ‘T 'erenz von urspringlich 12 Grad auf 90%, d. h. auf 0,9-12 =10,8

Grad zurlickgegarygel.:

T(0)=10 pingesetzt:

Aus () fol yt:
1"10) = 11,2 eingesetzt in (2):

Umstellen nach q:

Ergebnis:

T(10)=22-10,8 =11,2

112=a -q°+22 (3)

-12

12.q'° =22-112=10,8

-
o
—_

g —108

T(t) = —12.0,9895' + 22

bzw.

T(t)=22-12-0,9895'

Friedrich Buckel

www.mathe-cd.de




18821 Begrenztes Wachstum — Aufgaben 1 10

—

o
o
o
—
o
o
—
o
o
N
o
o
()
o
W

i
o
)

O
o
P

O
o
P

i
o
(=)
o

b)  Der Mittelwert zwischen 10° C und 22° C ist 16° C.

Temperaturfunktion: T(t)=22-17-1,,9895'

Wann ist T = 16? 16| = 22— 12-0,9895'

Nach t umstellen: 12.0,9505' =22-16
a t_6 _1

CS835 =13=7

Logarithmieren: log 0,9895' = log %

Logarithmengesetze anwenden: t-log 0,9895 = —log 2
- ﬂ ~ 65,7

log 0,9895

Erklarung: Nach einer Logaritiimusszegel ist Iog% =log1-log2 =-log2, dennlog 1 = 0.

Ergebnis: Nach etwa 66, Minuten ist die Erwarmung zur Halfte fortgeschritten.

Siehe Zustani!spustkt P im Schaubild oben.

c) Wenn ist die Teripel:u’ nur noch 1 Promille vom Grenzwert entfernt?
Achtung: Man meinad°/,, von der aktuellen Temperatur T(t)
Ansatz daher: d(t) =725 -T(t)
ausfuhrlich: 12.0,9895' = - (22 -12. 0,9895‘)

12-0,9895' = 0,022-0,012-0,9895'

12,012-0,9895' = 0,022

0,022

12,012

t-10g0,9895 =10g0,022 —log12,012
_log0,022 ~log12,012 _
N log0,9895 b

0,9895' =

597

Ergebnis:  Nach 597 Minuten (etwa 10 Stunden) ist 99,9% der Zimmertemperatur erreicht.
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Abkuhlung eines Schokopuddings auf Zimmertemperatur

Eine 80°C heile VanillesoRe kiihlt auf Zimmertemperatur (22°C) ab.

Dabei nimmt die Temperatur pro 10 Minuten um 20 % der Temperaturdifferenz ab.

a) Berechne rekursiv drei die Temperatur nach 10, 20 und 30 Minuten.
b) Stelle die Funktionsgleichung fiir die Abkihlungsfunktion auf.

c) Wie grof} wird die Temperatur nach 1 h sein?

d) Wann sind 40°C erreicht?

e) In welcher Zeitspanne nimmt die Temperaturdifferenz zur Zimmertemperatur um ein Drittel ab?

Loésung:

a) Rekursive Berechnungsformel:
Grundlage der ganzen Berechnungen ist die Folge der Dif‘erenzen zwischen der Pudding-

temperatur zum Zeitpunkt t, also T(t) und der Grenztempesatur S = 22°C

Differenzenfolge: d(t)=T(t)-S (1)
Abnahmebedingung: d(t+1)=d(t~08 (2)

Schrittweises Berechnen der gesuchter., ¥o mperaturwerte:
Startwert:  T(0)=80. Temperatu.differenz: d(0)=80-22=58
t = 1 bedeutet hier 10 Minuten: 1usu.,

T(1)=S+d(1) mit d(1):d(0)-0,8:58'0,8:46,4
Kurz: T 1):22+GC 88=22+46,8=68,8

(

T(2)/=Sd/2)=S+d(1)-0,8 =S+d(0)-0,8?

Kurz: T(2).=22+58-0,8% =59,12 (nach 20 Minuten)
(

Kurz: T(3)=22+58-0,8° ~517 (nach 30 Minuten)
b) Aufstelian der Funktionsgleichung
Angatz: T(t)=a-b'+c

Berechnung von a, b und ¢ durch Einsetzen dreier berechneter Werte aus (a).
Ich stelle jetzt auf Minuten-Takt um: t sei jetzt die Zahl der Minuten:

T(0)=80 eingesetzt: 80=a p” +c (1)
T(10)=684 684=a-b"°+c ()
T(20)=59,12 59,12=a-b* +c (3)

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Elimination von c: (3) — (2): -9,28 =ab®® —ab" (4)
(2)-(1): -116=a-b°-a (5)
Rechts ausklammern: —9,28=a-b" (b1° - 1) @)
—11,6=a-(b1° —1) (5)
\&bm _M
a eliminieren durch (%) 9,28 _ = b= 928 _ 0,8
(5" -11,6 &_M 11,6
b=1J0,8 ~0,978
In (5): 116=2-(08-1) = a=_""0_5k
-0,2
In (1): 80=58+c = ¢c=22
Ergebnis: T(t)=58-0,978' +22
Hinweis: Es gibt einen verkiirzten Ansatz, der die Lésung schazllariedigt.
Dazu muss man aber mehr Hintergrundwissen haoer
Interessierte finden dies auf Seite 24 im Text 18213.
c)  Puddingtemperatur nach 60 Minuten: T(60)=22+58- 0,978
Taschenrechner: T(60)=37,3
Ergebnis:  Nach einer Stunde hat sich dei Pudding auf 37,3°C abgekdihilt.
d) Gesucht ist der Zeitpunkt t fir i (£,= 42.
Temperaturfunktion: T(t)=22+58-0,978'
T(t) = 40 einsetzen: =22 +58.0,978"
Umstellen nach t; 58.0,978' = 40-22
58.0,978' =18
t_ 18
0,978 =5
Logaritmieren: log 0,978' =log &
| og¥ith nengesetze anwenden: t-log 0,978 =log 18 —log 58
_ log 18 —log 58 ~526
log 0,978

Ergebnis:  Nach 52 Minuten und 36 Sekunden ist die Temperatur 40°C erreicht.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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e) Temperatur zur Zeit t:
Temperaturdifferenz zu S = 22 zur Zeit t:

zur Zeit t+ At:

Abnahme um ein Dirittel, also auf zwei Drittel:
Eingesetzt:
Umformen:

Logarithmieren:

Logarithmengesetze anwenden:

T(t)=22+58-0,978".
AT(t)=T(t)-22=58-0,978'

AT(t+At)=T(t+At)-22=58.0,978""

AT(t+At)=2.AT(t)
580,978 = 2.58.0,978

58.0:978" .0,978M = 2. 580,078

log 0,978 =log 2
At-10g0,978 =log2 —log?

Af = log2 —-log3

2= 0 18.2.
log0,275

Ergebnis:  Nach etwa 18 Minuten hat die Temperaturdifferexizyuniein Drittel abgenommen.

Hinweis: Es ist viel glinstiger, diese Rechnung allgemein /duichzufilhren und erst am

Ende einzusetzen. Wer das nachlesen mochte, findet diese Art der Lésung

im Text 18213 auf Seite 26.

Friedrich Buckel
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LOsung Nr. 522

Abkuhlung einer Suppe auf Zimmertemperatur

Eine heille Suppe hat zur Zeitt = 0 die Temperatur 70° C. Sie kihlt durch die umgebende 18 °c

warme Zimmerluft ab. Dabei nimmt die Temperaturdifferenz pro 30 Sekunden um 10 % ah

a) Berechne rekursiv die Temperatur nach 30, 60 und 90 Sekunden.
b) Stelle die Temperaturgleichung auf. Sie hat diese Form: T(t)=c+a- q.
(Ergebnis: T(t) =18+52-0,9965', tist die Zeit in Minuten)
Wie hoch ist die Temperatur 10 Minuten nach Beginn der AbkUhlungsphase:
C) Wann ist die Suppe auf 30 °c abgeklhlt?
d) Berechne die Zeitspanne, in der die Temperaturdifferenz zur Unige:burg um die Halfte
abgenommen hat (Halbwertszeit fir d(T)).
Vergleiche dies mit der Zeit, in der die Suppe nur noch die Half.e/inrer Anfangstemperatur hatte.
Lésung:
a) Im Ansatz T(t) =c+a-q ist K die Grenztemperat@s.also die Zimmertemperatur S = 18°C.

Fir t nehmen wir die Zeiteinheit 30 Sekunden.

Rekursive Berechnung einiger Temperaturwerte.

Anfangstemperatur: T(0)=70 Terfigeraturdifferenz: d(0)=70-18=52.

Zur Zeit t = 1 betragt die Temperattrdiizrenz noch d(1)=d(0)-0,9=52-0,9=46,8
Suppentemperatur : T(1)=8+d(1)=18+46,8 =64,8 ~65 (Nach 30 sek)

Zur Zeit t = 2: Températurdifferenz:  d(2) =d(1)-0,9 oder =d(0)-0,9” = 4212
Suppentemperatur, : T(2)=S+d(2)~18+42=60 (Nach 60 sek)

Zur Zeit t = 3: Temperaturdifferenz:  d(3)=d(2)-0,9 oder =d(0)-0,9° =37,9
Suppentempératur : T(3)=S+d(3)~18+38="56 (Nach 90 sek)

Diese Grifinwerdeutlicht die Methode: Zur Zimmertemperatur kommt immer eine pro 30 sek.

um 10%azurickgehende Temperaturdifferenz dazu.

18+ 46,8 = 64,8 (OC)
A

18+42,12=60,12(°C)

- d(1) =
52. 0,(9): 46,8 d(2)=

46,8-0,9 = 42,12
18°C —% >t
(30 sek) (60 sek)

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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b) Aufstellung der Temperaturgleichung

Ansatz:

T(t)=c+a-q

In diesem Ansatz wird t laut Aufgaben in Minuten eingesetzt:

T(0) =70 eingesetzt:

Nach 30 Sek.: T(1)=648:
Nach 60 Sek.: T(2)=60,12
¢ eliminieren: 3)-(2):
2)-(1)
(4)

a eliminieren: -

In (3):
In (1):

Ergebnis:

Nach 10 Minuten ist t = 600:

SCHAUBILD: 70\\
60

50

40

30

20

70-c+a- ¢ 1)

64,8=c+a-q” 2)
60,12=c+a-q” (3)
—4,68:a-q6°—aq3°:a-q3°(q3°—1) )
—52:a~q3°—a:a-(q3°—1) (5)

_ a-q” (2T
4,68 _ = ™N="q=%0.9 ~0,9965
52 Y. M

-52=a-(0,9-1) =, alk,;22=52

70=c+52 = ¢=1¢

T(t)=18+52.9,9965'

T(602).- 16 +52.0,99965°° ~ 24,3

0 30 60

90 120 150 180 210 240 270 300 330 360 390 420

c)  Wann ist die/Stnpe auf 30 °C abgekihit?

Vorgabe vainT (t) =30

Umglteierrnach t:

Logarithmieren:

Logarithmengesetze anwenden:

=18+52-0,9965'
52.0,9965' =30-18 =12
0,9965' = 12

log 0,9965' =log 2

t-log 0,9965 =log12 —log 52

_ log12 —log 52
log 0,9965

~ 418

Ergebnis: Nach 418 Sekunden, das sind etwa 7 Minuten betragt die Temperatur noch 30 °C.

Friedrich Buckel
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d) Berechne die Zeitspanne, in der die Temperaturdifferenz zur Umgebung um die Halfte
abgenommen hat (Halbwertszeit fiir d(t)).

Vergleiche dies mit der Zeit, in der die Suppe nur noch die Halfte ihrer Anfangstemperatur hatte.

1. Losung - speziell

Temperaturfunktion: T(t)=18+52- 0,9965'
Temperaturdifferenz zu S = 18 zur Zeitt:  d(t)=T(t)-18 = 52-0,9965'

zur Zeit (t+At):  d(t+At)=T(t+At)—18 =52.0,9955"

Halbwertszeitbedingung: |d(t +At)=1- d(t)|
Funktionsterme eingesetzt: 52.0,9965' =%'52 -0,9964°
Potenzgesetz anwenden: 52.0,9965' - 0,9965"/= . .52-0,9965'
Vereinfachen: 52.0,9965' -0,0935"4 1. 52.0.9965'
Ergibt: 0,9965'" = 1
Logarithmieren: log 0,9965" = log4 (log3=—-log2)
Logarithmengesetze anwenden: At :702.9,9965' = —log?2
A ~|og_0"°% ~197,7

Ergebnis:  Nach einer Zeitspanne yon etwa 198 Sekunden hat die Temperaturdifferenz zur

Grenz-(Zimmer-)Tempeatur auf die Halfte abgenommen.

ACHTUNG: man sollte dei. ‘Jnterschied kennen: \

Bei einer urh¢ schrankten Abnahme auf O (wie beim radioaktiven Zerfall) bezieht

sich die l'1a'overtszeit auf die Abnahme der Funktionswerte selbst.

Bei einel beschrankien Abnahme gegen einen Grenzwert ungleich 0

ve.ieht sich die Halbwertszeit auf die Abnahme der Differenz zwischen

\f-unktionswert und Grenzwert. )

2. Losulg - allgemein (empfohlen)

Ten.peraturfunktion: T(t)=K+B- qt
Temperaturdifferenz zu S zur Zeit t: dt)=T(t)-S=a-q'

zur Zeit (t+At): d(t+At)=T(t+At)-S=a-q"™
Halbwertszeitbedingung: |d(t +At)=1. d(t)|

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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Funktionsterme eingesetzt: a-q™=1.a.q
Potenzgesetz anwenden: a- qt ~th = % a-q
Vereinfachen: 9/6r-qAt :%g/q(
Ergibt: g™ =%

Logarithmieren: log g™ =log 1
Logarithmengesetze anwenden: At-log g =-log2
At = 1092
log q
_ ; . —log2
Nun g = 0,81 einsetzen: =———=~197,7
log 0,9965

(Weil g eine Zahl zwischen 0 und 1 ist, wird log g eine negative,Za.!l, was zu einem positiven
Ergebnis fiir den Bruch, also fir At fihrt.)

Im Vergleich dazu:

Nach welcher Zeit ist die Suppe auf die Halfte angciihit?

(Also nicht: Wann hat sich die Temperaturdiffereriz halbiert? — das hatten wir eben!)

Temperaturfunktion: 1'(t) =18 +52-0,9965'
Bedingung: T(t)=2-T(0)=35 =18+52-0,9965'
Nach t umstellen: 52.0,9965' =35-18 =17
0,9965' = 1L
Logarithmieren: t-log 0,9965 = log{Z = log17 —log52
_ log17 —log52 ~319
log 0,9965

Ergebnis:  Nagin3735 Sekunden ist die Suppe nur noch ,halb so heil3®.

Wir missesi 2isc festhalten: Nach 198 Minuten hat sich die Temperaturdifferenz halbiert,

nach 319 Minuten hat sich die Anfangstemperatur halbiert.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de
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LOosung Nr. 522

Mauseexperiment

In einem Versuchslabor werden Mause mit einer Krankheit infiziert. Ein Medikament soll eingesetzt
werden, und man will die Wirksamkeit testen. In der Versuchsreihe stehen 100 Tiere zur Viarftaung.
Nach 1 Tag leben noch 84 Tiere, nach dem 2. Tag noch 74.

Wie viele Tiere (Menge L) werden langfristig nicht Gberleben, wenn man beschranktes‘anaixme
voraussetzt? Wann werden drei Viertel dieser zu erwartenden Menge gestorben sgin'.%vann etwa
kann man davon ausgehen, dass vermutlich kein Tier mehr an dieser Ursache steruen wird.

(Hilfe: Die Funktion, welche die Anzahl der lebenden Tiere wiedergibt ist n(\\=43-0,625' +57 .

Die Koeffizienten wurden sinnvoll gerundet)

Loésung:

Es sei n(t) die Zahl der Tiere, die nach t mal 24 Stunden noch*=bex.

Wir machen den Ansatz: n(t)=a-b'+c
n(0) = 100: 100 = 867 +¢ (1)
n(1) = 84: 84 =a-U"c (2)
n(2) = 74: 74=a-b’ +c (3)
Elimination von c: (3)-(2): M0 =ab’-ab=ab-(b-1) (4)
2)-(1): -16=ab-a=a-(b-1) (5)

). E=—\&'b'M o b=10_0625
(5 16 & (b-1) 16

Elimination von a:

In (5): -16=a-(0,625-1) = a= 164267
-0,375
In (1): 100 = 42,67 +¢ = ¢ = 57,33
Ergebnis: n(t)=4267-0,625 +57,33
Rundet man a und c, folgt: n(t)=43-0,625" +57

Fir t -« geht 0,625 gegen 0, was man auch so schreiben kann: !im 0,625' =0

Daher gilt: limn(t) =57

tow

Man muss wissen, dass es sich hier um ein mathematisches Modell handelt, das die Wirklichkeit nur

grob wiedergeben kann. Hier muss man abrunden und sagen: Im Mittel werden 57 Mause Uberleben.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



18821 Begrenztes Wachstum — Aufgaben 1 19

Mit anderen Worten: Man kann erwarten, dass etwa 43 der anfanglich 100 Tiere bei dieser

Versuchsreihe sterben werden.
Der Abnahmefaktor ist q = 0,625. Dieser besagt, dass die Differenz d(t) =n(t)-57
mit dem Faktor 0,625 abnimmt: d(t+1)=d(t)-0,625.

Mit anderen Worten: Die Anzahl der wahrscheinlich sterbenden Mause nimmt pro Tag mit

p=1-q=0,375=37,5% ab und geht gegen 43.
Schaubild: 4
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50T
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20t
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Die Menge L der Tiere die nach {ennModell der beschrankten Abnahme dieses Experiment nicht
tberleben werden ist L =n(0})=g:: 100 -57 =43 . Wenn 2 davon gestorben sein werden, dann

leben davon noch ;L »(t1, aiae’insgesamt n(t)=57+11=68 .

d. h.: 43.0,625' +57 =68 | -57

43.0,625' =11 | :43

0,625' = i

43

Cenasitimieren: log (0,625') =log &
Lagarithmengesetze: t-log 0,625 =log11-log 43 | :log 0,625

to log11-log 43 ~29

log 0,625

Ergebnis: Nach etwa 3 mal 34 Stunden (3 Tagen) ist3 Viertel der zu

erwartenden Menge gestorben.
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Die letzte Frage bezieht sich darauf, wann man davon ausgehen kann, dass keines mehr sterben
wird. Wenn die Anzahl der innerhalb dieser Versuchsreihe Uberlebenden Tiere bei 57 liegt, muss man

die Frage stellen, wann n(t) < 58 sein wird?

43.0,625' +57 <58 | -57
43.0,625' <1 | :43
0,625' <L

Logarithmieren: log 0,625 <log -

Logarithmengesetze: t-log 0,625 < — log43 | : log 0,625
—log43
log 0,625

Ergebnis:  Nach etwa 8 Tagen kann man davon ausgehen, dass aus gege2&ni:r Ursache kein

weiteres Tier mehr sterben wird.
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LOosung Nr. 530

Aufladen eines Kondensators

Fir die Aufladefunktion des Kondensators gelte: Q(t)=2-2-0,1 35"

t sei die Zeit in Sekunden, Q die auf dem Kondensator befindliche Ladung.

a) Bestimme die maximale Ladung des Kondensators, die zu dieser Funktion gehz:¢
b) Die Ladungszunahme des Kondensators beschreibt man durch die Abnahmerder
Differenz zwischen vorhandener Ladung und Maximalladung.
Um wie viel Prozent nimmt diese Differenz pro Sekunde ab?.
C) Wann ist der Kondensator halb aufgeladen?

d) Wann fehlt nur noch 1 Promille zur der Maximalladung?

Loésung:

a) Die gegebene Ladungsfunktion des Kondensators isi: Q(t)=2-2-0,1 35!
Wegen 1im0,135' =0 gilt lim Q(t)=2.

X—>0 X—»00

Ergebnis:  Qmax= 2.
b) Die Ladungsdifferenz zur Maximalladung e

d(t) = Quax - Q(t) = 2—(2—2-0,135‘) =22.0,135'
Die Ladungsdifferenz nimmt also axponentiell mit q = 0,135 ab.
Wegen p =1-q=0,865 gt

Pro Zeiteinheit (Sekund2) n mmt die Ladungsdifferenz um 86,5 % ab!

Die Ladekurve geat alca.anfanglich steil nach oben (siehe Abbildung).

c)  Wann ist der Kondensator halb aufgeladen? Q(t) =7 Quax
2-2.0,125' =1
2.0,135' =1
0,135' =1
Logarithmieren: log 0,135' =log 1
vagarithmusgesetze anwenden: t-log 0,135 = -log2
—log2

t=——7"—"-~0,346
log0,135

Ergebnis:  Bereits nach 0,346 (s) ist der Kondensator zur Halfte aufgeladen.
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d) Wann fehlt nur noch 1 Promille der Maximalladung?

Ladungsdifferenz:

1 Promillevon Q.. =2:

max

Gleichsetzen:

Logarithmieren:

Logarithmengesetze anwenden:

Ergebnis:
Nach etwa 0,35 s ist der

Kondensator halb aufgeladen.

AQ=d(t)=2-0,135'

AQ = 7552 =0,002

2.0,135' = 0,002
0,135' = 0,001
log 0,135' =log 0,001

t-log 0,135 =-3
t=— =3 345
log 0,135

—

log,, 0,001 =log,, 10> =43
10 10 J

~—

G(t)=2-2.0,135]"

Friedrich Buckel
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